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Постановка точной задачи
В слое жидкости:

ut + uux + vuy = − ghx, ux + vy = 0

На дне (y = 0):

v = 0

На свободной поверхности слоя (y = h):

ht + uhx − v = 0

Начальные данные:

u (x, y, 0) = u0 (x, y) , h (x, 0) = h0 (x)
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Смешанные эйлерово–лагранжевы переменные

(t′, x′, λ) : t = t′, x = x′, y = Φ (t′, x′, λ) ; λ ∈ [0, 1]

Φt′ + uΦx′ = v

Переформулированная точная задача

ut + uux + gHx = 0, ρt + (uρ)x = 0; H ≡
1∫

0

ρdλ

ρ ≡ Φλ (t, x, λ) ; u (0, x, λ) = u0 (x, λ) , ρ (0, x, λ) = ρ0 (x, λ)

Закон сохранения энергии

E ≡ 1

2

+∞∫

−∞

1∫

0

ρu2dλdx +
g

2

+∞∫

−∞
H2dx = const

Дополнительный интеграл движения

C ≡
+∞∫

−∞

1∫

0

uλF (κ) dλdx = const; κ ≡ ρ

uλ
: κt + uκx = 0

F (κ) — произвольная функция своего аргумента

Установившиеся течения

u = u0(λ), ρ = ρ0(λ), H = H0 ≡ const
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Постановка линеаризованной задачи

u′t + u0u′x + gH ′
x = 0, ρ′t + u0ρ′x + ρ0u′x = 0

H ′ =

1∫

0

ρ′dλ; u′ (0, x, λ) = u′0 (x, λ) , ρ′ (0, x, λ) = ρ′0 (x, λ)

Линейный аналог функционала энергии

E1 ≡ 1

2

+∞∫

−∞

1∫

0

[
ρ0u′2 + 2u0u′ρ′ +

du0

dλ

d2F

dκ2

(
κ0

)
κ′2

]
dλdx +

+
g

2

+∞∫

−∞
H ′2dx = const

κ0 ≡ ρ0

(
du0

dλ

)−1

κ′ ≡
(

ρ′
du0

dλ
− ρ0u′λ

)(
du0

dλ

)−2

: κ′t + u0κ′x = 0

dF

dκ

(
κ0

)
= − u02

2
− gH0

+∞∫

−∞

[
F

(
κ0

)
+ κ0

(
u02

2
+ gH0

)]
δu

∣∣∣∣
λ=1

dx =

=

+∞∫

−∞

[
F

(
κ0

)
+ κ0

(
u02

2
+ gH0

)]
δu

∣∣∣∣
λ=0

dx
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+∞∫

−∞

[
F

(
κ0

)
+ κ0

(
u02

2
+ gH0

)]
δ2u

∣∣∣∣
λ=1

dx =

=

+∞∫

−∞

[
F

(
κ0

)
+ κ0

(
u02

2
+ gH0

)]
δ2u

∣∣∣∣
λ=0

dx

F
(
κ0

)
= −κ0

κ0∫

κ0(0)

F1

(
κ0

1

)

κ02
1

dκ0
1

F1

(
κ0

)∣∣
κ0=κ0(0)

= 0, F1

(
κ0

)∣∣
κ0=κ0(1)

= 0

Отсутствие достаточных условий линейной устойчивости

E1 =

+∞∫

−∞

1∫

0

(Af , f) dλdx; f ≡ (u′, ρ′, κ′, H ′)T

A = ||aik||
(
i, k = 1, 4

)
: a11 =

ρ0

2
, a12 = a21 =

u0

2

a24 = a42 =
g

4
, a33 =

1

2

du0

dλ

d2F

dκ2

(
κ0

)

∆2 = − u02

4
< 0

Пример

u = u0(λ) ≡ 3
√

Ith [100 (λ− 0, 5)] , ρ = ρ0(λ) ≡ 1, H = H0 ≡ 1
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g ≡ 1, I ≡
1∫

0

9th2 [100 (λ− 0, 5)]− 1(
9th2 [100 (λ− 0, 5)] + 1

)2dλ ≈ 0, 0767 > 0

u′ (t, x, λ) = u1(λ) exp (αt + iβx)

ρ′ (t, x, λ) = ρ1(λ) exp (αt + iβx)

H ′ (t, x) = exp (αt + iβx)

1∫

0

ρ1(λ)dλ; α ≡ α1 + iα2

χ(k) ≡ 1−
1∫

0

dλ

(u0 − k)2
, k ≡ iα

β

du0

dλ
=

300
√

I

ch2 [100 (λ− 0, 5)]
> 0

α2 ≡ 0, α1 ≡ βk1 ⇒ k = ik1

Imχ(k) = − 2k1

1∫

0

u0dλ

(u02 + k2
1)

2 ≡ 0

χ(k) ≡ Reχ(k) = 1−
1∫

0

u02 − k2
1

(u02 + k2
1)

2dλ
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k = ik1 ≡ i
√

I

Reχ
(
i
√

I
)

= 1−
1∫

0

9Ith2 [100 (λ− 0, 5)]− I(
9Ith2 [100 (λ− 0, 5)] + I

)2dλ = 1−

− 1

I

1∫

0

9th2 [100 (λ− 0, 5)]− 1(
9th2 [100 (λ− 0, 5)] + 1

)2dλ =
1

I
(I − I) ≡ 0
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