
Ðåøåíèå òðåõìåðíîãî êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿÃåëüìãîëüöà ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ.∗Ïåòóõîâ À.Â.Èíñòèòóò Âû÷èñëèòåëüíîé Ìàòåìàòèêè è Ìàòåìàòè÷åñêîé Ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ.e-mail: petukhov@lapasrv.sscc.ruÐàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ ñìåøàííûõ êðàå-âûõ çàäà÷ äëÿ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, îïèñûâàþùåãî ýëåêòðîìàã-íèòíûå ïîëÿ ñ ãàðìîíè÷åñêîé âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ. Ïðåäëàãàþòñÿ áåçäèâåð-ãåíòíûå êîíå÷íî-îáúåìíûå àïïðîêñèìàöèè íà ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ è òåòðàýä-ðàëüíûõ ñåòêàõ. Âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìàòðèö áàëàíñà è ñáîðêà ãëîáàëüíîé ìàò-ðèöû îñíîâàíû íà ïîýëåìåíòíîé òåõíîëîãèè. Äëÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ ïîëó-÷àåìûõ âåùåñòâåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåñèììåò-ðè÷íîé ðàçðåæåííîé ìàòðèöåé è êîìïëåêñíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé ñ íåýðìèòîâîé êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îïèñûâà-þòñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûå ìåòîäû ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëü-òàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñåðèè ìîäåëüíûõ çàäà÷ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòèñãóùàþùèõñÿ ñåòîê.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êîòîðàÿ â ïðåäïîëîæåíèè ðàñïðåäå-ëåíèÿ âåêòîðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñ ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíèïðèâîäèòñÿ ê âèäó
∇×H = iωε̇E + J,
∇× E = −iωµ̇H,

∇ · (εrE) = ρ/ε0,
∇ · (µrH) = 0,

ε̇ = ε0εr − iσe/ω, µ̇ = µ0µr − iσm/ω

(1)ãäå i � åñòü ìíèìàÿ åäèíèöà, ω - êðóãîâàÿ ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ âî âðåìåíè, E,
H - àìïëèíóäû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâåííî, J è
ρ - ïëîòíîñòè ñòîðîííåãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è îáúåìíîãî çàðÿäà, ε0 è µ0, εr è µr -äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè âàêóóìà è ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû, σe è
σm - ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîâîäèìîñòè.Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) èùåòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé S =
S0 ∪ S1, ãäå íà S0 ñòàâèòñÿ óñëîâèå èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ýëåêòðè÷åñêîé ñòåíêè

n ×E = 0, (2)à íà S1 - óñëîâèå �âîëíîâîãî âõîäà�
−n × [n× E] = E0, (3)
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2 Ïåòóõîâ À.Â.ãäå n - âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå, à E0 - ðàñïðåäåëåíèå âíåøíåãî ïîëÿ èçëó-÷åíèÿ.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü Ω ñîñòîèò èç ïîäîáëàñòåé Ωk, k = 1, 2, . . . , ñïîñòîÿííûìè ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, à íà êàæäîé âíóòðåííåé ãðàíèöå Γ èõ ðàç-äåëà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ
n · (σ1

eE1 − σ2

eE2) = 0, σe = iωε̇,
n × (E1 −E2) = 0,

n · (σ1

mH1 − σ2

mH2) = 0, σm = iωµ̇,
n × (H1 −H2) = 0,

(4)ãäå n - âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ, à èíäåêñû �1, 2� îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì ñòîðîíàì ååïîâåðõíîñòè.Ñîîòíîøåíèÿ (1) ïðè ρ = σm = 0 ïîñëå íå ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäÿòñÿ êâåêòîðíîìó óðàâíåíèþ
∇× µ−1

r ∇× E− κ2

0
εrE = −iκ0Z0J, (5)â êîòîðîì ïîëàãàåòñÿ

κ0 = ω
√

ε0µ0, Z0 =

√

µ0

ε0

, ε̇r =
ε̇

ε0

. (6)Ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (5) ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷å-ñòâî ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ (äëÿ ïðèìåðà, ñì. [1]-[3] è öèòèðóåìóþòàì ëèòåðàòóðó). Êàê ïðàâèëî, ïðè ðåøåíèè òðåõìåðíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â ðàñ÷åò-íîé îáëàñòè ñòðîèòñÿ àäàïòèâíàÿ ñåòêà Ωh, ñîñòîÿùàÿ èç íàáîðà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Elâ ôîðìå ïàðàëëåëåïèïåäîâ èëè òåòðàýäðîâ, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âíåøíèå è âíóòðåí-íèå ãðàíè÷íûå ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿëèñü èç ãðàíåé El, ãðàíè÷íûå ðåáðà - ñîñòàâëÿëèñüèç ðåáåð ýëåìåíòîâ El, à ãðàíè÷íûå âåðøèíû - ÿâëÿëèñü óçëàìè ñåòêè.Àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (5) ñ ó÷åòîì âíåøíèõ è âíóòðåííèõ êðàåâûõ óñëîâèéîñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ îáúåìîâ èëèýëåìåíòîâ. Ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ïîäõîäå áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè àëãîðèò-ìû íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ âåêòîðíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâàþùèå íóëåâóþäèâåðãåíöèþ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ âíóòðè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñëå-äóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå �áåçäèâåðãåíòíûõ� àïïðîêñèìàöèé èìååò âàæíîå çíà÷å-íèå, òàê êàê åñëè ñåòî÷íûé àíàëîã âûðàæåíèÿ divE íå ðàâåí íóëþ, òî ýòî ïðèâîäèò êïîÿâëåíèþ ëîæíûõ ðåøåíèé, íå ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó.2. Áåçäèâåðãåíòíàÿ êîíå÷íî-îáúåìíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü îòñóòñòâèå ñòîðîííèõ òîêîâ J = 0, è óðàâíåíèå(4) â ïîäîáëàñòÿõ ñ ïîñòîÿííûìè ìàòåðèàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ïðèâåäåì ê âåêòîðíîìóîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà
−∆E + κE = 0, κ = −µrκ

2

0
ε̇r, (7)êîòîðîå ïðè óñëîâèè âûâîäèòñÿ äëÿ ãëàäêîãî íà îñíîâå îïåðàòîðíîãî ðàâåíñòâà

rotrot = −∆ + graddiv. (8)



Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ. 3Íà âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà ðàçëè÷íûõ ñðåä èìååò ìåñòî ñêà÷åê íîðìàëüíûõ êîì-ïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.Êîíêðåòèçèðóåì âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â äåêàðòîâîé òðåõìåðíîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (7) ñïðàâåäëèâî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
divE =

∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z
, (9)âî âñåé çàìêíóòîé îáëàñòè Ω̄ = Ω ∪ S.Ïóñòü (n, τ , η) - íåêîòîðàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â òî÷êå r ãðàíèöû S,ãäå n åñòü âíåøíÿÿ íîðìàëü, à τ è η - êàñàòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ ê ïîâåðõíîñòè S.Òîãäà ðàâåíñòâî íóëþ òàíãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ íà ìåòàëëè÷åñêîé (èäåàëü-íî ïðîâîäÿùåé) ñòåíêå S0 è ðàâåíñòâî êàñàòåëüíîãî ïîëÿ íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþâíåøíåãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ íà �âîëíîâîì âõîäå� â ñîâîêóïíîñòè ñ óñëîâèåì (9) ïîçâîëÿ-åò êîððåêòíî ôîðìóëèðîâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå, êîòîðûå â îáùåìñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íå ðàñïàäàþùèìèñÿ.Îòìåòèì òàêîé âàæíûé ìîìåíò, ÷òî ïîñêîëüêó ìû óäîâëåòâîðÿåì óñëîâèþ íóëå-âîé äèâåðãåíöèè íà âñåé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, òî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåóðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (7) òàêæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (10) âî âñåé îáëàñòè.Â äàëüíåéøåì ïðè àïïðîêñèìàöèè êðàåâîé çàäà÷è âèäà (9), (10), (2), (3) áóäåì ïðåä-ïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå åå åäèíñòâåííîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âî âñåõ âíóòðåííèõòî÷êàõ r ∈ Ω, äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî âïëîòü äî ãðàíèöû S ∪ Γ.Ðàññìîòðèì íåñòðóêòóðèðîâàííóþ (àäàïòèâíóþ) ñåòêó, ñîäåðæàùóþ óçëû Pl ∈ Ω̄, l =

1, ..., N , ïî êîòîðûì ïîñòðîåíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëåìåíòû (òåòðàýäðû ëèáî ïàðàë-ëåëåïèïåäû) Em, m = 1, ..., M , ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþùèå ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü, ò.å. Ω =
∪mEm.Ïóñòü òàêæå Vl, l = 1, ..., N - ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ îáúåìîâ, äâîéñòâåííîå ê ìíîæå-ñòâó Em , ïðè÷åì äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ Pl ∈ S ïîä êîíå÷íûì îáúåìîì ïîäðàçóìåâàåòñÿåãî �âíóòðåííÿÿ� ÷àñòü Vl ∩Ω. Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé àäàïòèâíîñòè ñåòêè, âíóòðåííèåòî÷êè òåòðàýäðà íå ìîãóò ñîäåðæàòü òî÷åê èç S èëè Γ, à ëåæàùèå íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõ-íîñòè ñåòî÷íûå ãðàíè íå ìîãóò èìåòü âíóòðåííèõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíè÷íûìðåáðàì ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Òåõíîëîãèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ ýëåìåíòîâ è òåò-ðàýäðàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìàòðèö áàëàíñà è ñáîðêà ãëîáàëüíîéìàòðèöû îñíîâàííûå íà ïîýëåìåíòíîé òåõíîëîãèè õîðîøî èçëîæåíû â êíèãå Â.Ï. Èëüè-íà []. Â ðàáîòå [] ïðîâåäåíà àäàïòàöèÿ ìåòîäà äëÿ áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîíå÷íûõ îáúåìîâíà òåòðàýäðàëüíîé ñåòêå.3. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓÏîëó÷åíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøàþòñÿ ïðè ïîìîùè øèðîêîèçâåñòíûõ ìåòîäîâ ñîïðÿæåííûõ è áèñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé ïîäïðîñòðàíñòâ Êðû-ëîâà (CG, BiCG, BiCGStab) îïèñàííûõ â [5], [6] è ïðåäîáóñëîâëåííûõ ìåòîäîì íåïîëíîéôàêòîðèçàöèè Àéçåíøòàòà ñ ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëîé äëÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà.



4 Ïåòóõîâ À.Â.4. Òåñòîâûå çàäà÷èÂ êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîä ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè a =
72, b = 34, c = 200. íà ãðàíè z = 200 çàäàåòñÿ óñëîâèå "âîëíîâîãî âõîäà" S1 : n × E =
n × E0, íà îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàâàëîñü óñëîâèå S0 : n × E.Âî âñåõ òåñòàõ ïîëàãàåòñÿ µr = 1, ω = 2π · 3 · 109.

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷Òåñò 1: εr = 1, E0 = ey sin(πx
a

). Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì èèìååò òîëüêî îäíó êîìïàíåíòó Ey.Òåñò 2: εr = 2 − 0.1i, E0 = ey sin(πx
a

). Â äàííîì ñëó÷àå ðåøåíèå êîìïëåêñíî, íîêàê è â ïåðâîì ñëó÷àå èìååò îäíóêîìïàíåíòó.Òåñò 3: εr = 1, à âîçáóæäàåìîå ïîëå èìååò äâå êîìïàíåíòû E0

x = π
a

cos(π
a
) sin(π

b
), E0

y =
π
b
sin(π

a
) cos(π

b
), ïðè ýòîì èñêîìîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì è èìååò âñå òðè íå íóëå-âûå êîìïîíåíòû.Òåñò 4: εr = 1, ïðè 0 ≤ z ≤ c/2 è εr = 5, ïðè c/2 ≤ z ≤ c), âîçáóæäàåìîå ïîëåáåðåòñÿ êàê è â ïåðâûõ äâóõ òåñòàõ E0 = ey sin(πx

a
). Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿâåùåñòâåííûì è èìååò òîëüêî îäíó êîìïàíåíòó Ey.×èñëåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëî-æåííûõ ðàâíîìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ ñåòîê ñî ñëåäóþùèìè ðàçáèåíèÿìè: 8 ×

4×20, 14×6×40, 28×14×80, 56×28×160 ïî îñè x, y è z ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿòåòðàýäðàëüíûõ ñåòîê êàæäûé ïàðàëëåëåïèïåä äåëèòñÿ íà øåñòü òåòðàýäðîâ.Öåëüþ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ñåòî÷íûõ ðåøåíèé ïðè óâå-ëè÷åíèè ÷èñëà øàãîâ ñåòêè äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ îáúåìîâ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1] Èëüèí Â.Ï., Ñîëîâüåâ Ñ.À. Î ðåøåíèè äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è èíäóêöèîííîãî êà-ðîòàæà. // Òð.êîíô. "Ìàòåìàò. ìîäåëè è ìåòîäû èõ èññëåäîâàíèÿ Êðàñíîÿðñê, èçä. ÈÂÌÑÎ ÐÀÍ, 2001. c. 1123�1135.[2] Igarashi Í. On the property of the curl-curl matrix in �nite element analysis with edgeelements. // IEEE Trans. on Magnetics, 2001. v. 37, N 5. P. 3129�3132.
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