
Î ïðåäîáóñëàâëèâàíèè èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïðèðåøåíèè çàäà÷ ýëåêòðîìàãíåòèçìà â ÷àñòîòíîéîáëàñòè∗Ä.Ñ. ÁóòþãèíÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍe-mail: dm.butyugin�gmail.omÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ýëåêòðîìàãíèò-íûõ ïîëåé â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Èññëåäîâàí ðÿä ïîä-õîäîâ ê ïîñòðîåíèþ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ è ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé äëÿ íèõ,ïîçâîëÿþùèõ óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ è ñóùåñòâåííî ïî-âûñèòü èõ ý��åêòèâíîñòü. Ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èññëåäî-âàíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîâ.ÂâåäåíèåÇàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â ÷àñòîòíîé îáëàñòè âîç-íèêàåò âî ìíîãèõ àêòóàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ: ïðè èññëåäîâàíèè è ïðîåêòèðîâàíèè ðàç-ëè÷íûõ ÑÂ×-óñòðîéñòâ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîìïîíåíò ìèêðîýëåêòðîíèêè, à òàêæå âãåîýëåêòðîðàçâåäêå. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è êàê äëÿýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E, òàê è äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ A è V , à òàêæå ïîñòà-íîâêà ñ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà. Ââåäåíèå èåðàðõè÷åñêèõ áàçèñíûõ �óíêöèé âûñîêèõïîðÿäêîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâ Hrot è H1ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå òèïû ìàòðèöû ÑËÀÓ ñ áëî÷íîé ñòðóêòóðîé. �åøåíèåòàêèõ ñèñòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûìè àëãîðèòìàìè â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëî-âà, ðàññ÷èòàííûõ íà ðåøåíèå êîìïëåêñíûõ ñèììåòðè÷íûõ (íåýðìèòîâûõ) ÑËÀÓ. �àñ-ñìîòðåí ðÿä ñïåêòðàëüíî-ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõïîñòàíîâîê çàäà÷. Â ðàìêàõ ðàáîòû ïðîâåäåíî ñðàâíèòåëüíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëå-äîâàíèå áûñòðîäåéñòâèÿ ýòèõ ïîäõîäîâ íà ðÿäå ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷, à òàêæå çàòðîíóòâîïðîñ âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ äàííûõ àëãîðèòìîâ.1. Îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòàíîâîêÝëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ñ ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíèïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêèõ îáúåìíûõ çàðÿäîâ è òîêîâ, à òàêæå ìàãíèòíîéïðîâîäèìîñòè ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùåé �îðìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:
∇× E = −iωµH, ∇ · (εrE) = 0,
∇×H = iωε̇E, ∇ · (µrH) = 0.

(1)Çäåñü ε̇ = ε0εr− iσe/ω, µ = µ0µr, i � ìíèìàÿ åäèíèöà, E è H � âåêòîðû íàïðÿæåííîñòèýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ñîîòâåòñòâåííî, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ðåøåíèÿ, ε0
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 08-01-00526)1



2 Ä.Ñ. Áóòþãèíè µ0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè âàêóóìà, εr è µr � îòíîñèòåëüíàÿäèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, à σe � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäè-ìîñòü. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî µr ≡ const, à εr è σe ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè.�åøåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé áóäåì èñêàòü â îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îá-ëàñòè Ω ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ = Γ1

⋃

Γ2 ñ âíåøíåé íîðìàëüþ n ê íåé, íà êàæäîéèç ÷àñòåé êîòîðîé ïîñòàâëåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:
E× n

∣

∣

∣

Γ1

= E0 × n, H× n

∣

∣

∣

Γ2

= 0, (2)Ïðè E0 = 0 ïåðâîå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîìó ýëåêòðè÷åñêîìó ïðîâîäíèêó, ïðè
E0 6= 0 � âîëíîâîìó âõîäó, à âòîðîå óñëîâèå � èäåàëüíîìó ìàãíèòíîìó ïðîâîäíèêó.Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà:

H1 =
{

ϕ ∈ L2(Ω) : ∇ϕ ∈ [L2(Ω)]
3
}

, H1
0 =

{

ϕ ∈ H1 : ϕ
∣

∣

Γ
= 0

}

,

Hrot =
{

ψ ∈ [L2(Ω)]
3
: ∇×ψ ∈ [L2(Ω)]

3
}

, Hrot

0
=

{

ψ ∈ Hrot : n×ψ
∣

∣

Γ
= 0

}

.Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è ïîèñêà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E â îáëàñòè Ω ñêðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì. [1℄, [2℄). Ïóñòü �óíêöèÿ EΓ ∈ Hrotóäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (íàçûâàåìîìó åùå îñíîâíûì) â (2). Òîãäàòðåáóåòñÿ íàéòè E ∈ Hrot

0
òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî

∫

Ω

1

µr

(∇× E) · (∇×ψ) dΩ− k2

0

∫

Ω

ε̇r (E ·ψ) dΩ = k2

0

∫

Ω

ε̇r (EΓ ·ψ) dΩ−

−

∫

Ω

1

µ r

(∇× EΓ) · (∇×ψ) dΩ, ∀ψ ∈ Hrot

0 , (3)Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî k2
0 íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñâåëëîâñêèì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì,ò.å. äàííàÿ çàäà÷à ïðè EΓ ≡ 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àåÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Òåì íå ìåíåå, â ðÿäå ñëó÷àåâ áûëè íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (ñì. íàïðèìåð [1℄).Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà â ñëó÷àå çàäà÷è ñ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà çàïèñûâàåò-ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè E ∈ Hrot

0
, p ∈ H1

0
, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

∫

Ω

1

µr

(∇× E) · (∇×ψ) dΩ− k2

0

∫

Ω

ε̇r (E ·ψ) dΩ +

∫

Ω

εr (∇p ·ψ) dΩ =

= k2

0

∫

Ω

ε̇r (EΓ ·ψ) dΩ−

∫

Ω

1

µ r

(∇× EΓ) · (∇×ψ) dΩ, ∀ψ ∈ Hrot

0
, (4)

∫

Ω

εr (E · ∇ϕ) dΩ = −

∫

Ω

εr (EΓ · ∇ϕ) dΩ, ∀ϕ ∈ H1

0
. (5)�àññìîòðèì òåïåðü ïîñòàíîâêó çàäà÷è äëÿ ïîòåíöèàëîâ. Èñïîëüçóþòñÿ ñêàëÿðíûéïîòåíöèàë V è èíòåãðèðîâàííûé ïî âðåìåíè âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A, îïðåäåëÿåìûåñîîòíîøåíèÿìè (ñì. [4℄)

B =
i

ω
∇×A, E = A+∇V. (6)



Ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè â ýëåêòðîìàãíåòèçìå 3Â ýòîì ñëó÷àå âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à äëÿ ïîòåíöèàëîâ A è V âûãëÿäèò ñëåäóþùèìîáðàçîì: íàéòè A ∈ Hrot

0
è V ∈ H1

0
òàêèå, ÷òî

∫

Ω

1

µr

(∇×A) · (∇×ψ) dΩ− k2

0

∫

Ω

ε̇r (A ·ψ) dΩ− k2

0

∫

Ω

ε̇r (∇V ·ψ) dΩ =

= k2

0

∫

Ω

ε̇r (EΓ ·ψ) dΩ−

∫

Ω

1

µr

(∇×EΓ) · (∇×ψ) dΩ, ∀ψ ∈ Hrot

0
,

− k2

0

∫

Ω

ε̇r ((A+∇V ) · ∇φ) dΩ = k2

0

∫

Ω

ε̇r (EΓ ·ψ) dΩ, ∀φ ∈ H1

0 (7)Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå êàëèáðîâêè äëÿ ïîòåíöèàëîâ (íàïðèìåð, óñëîâèå divA = 0) íåââîäèòñÿ, ïîýòîìó ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàäèåíòà ñêà-ëÿðíîé �óíêöèè. Äîêàçàíà òåîðåìà, ÷òî çàäà÷è (3) è (7) ðàçðåøèìû èëè íåðàçðåøèìûîäíîâðåìåííî, ïðè ýòîì êàæäîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (3) ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñî-ïîñòàâèòü íåêîòîðûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (7) (ïîäðîáíåå ñì. â [5℄).2. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâÄëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü íåñòðóêòóðèðîâàííûå òåòðàýäðàëü-íûå ñåòêè â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. �àññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîéîáëàñòè Ω íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ òåòðàýäðàëüíûå ýëåìåíòû Ω =
⋃

k

Ωk. Â äàííîé ðàáî-òå èñïîëüçóþòñÿ èåðàðõè÷åñêèå âåêòîðíûå è ñêàëÿðíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû Íåäåëåêàïåðâîãî òèïà [6℄ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Ïðåäëîæåííûå â [7℄ êîíå÷íûå ýëåìåíòû ÿâëÿ-þòñÿ èåðàðõè÷åñêèìè è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå. H1-êîí�îðìíîåêîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vl ïðîñòðàíñòâà H1 ñ áàçèñíûìè �óíêöèÿìè ïîðÿäêàíå âûøå l çàïèñûâàåòñÿ êàê
Vl = Ṽ1 ⊕ . . .⊕ Ṽl, (8)ãäå Ṽi � èíêðåìåíòàëüíûå ñêàëÿðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñíûìè �óíêöÿìè ïîðÿäêàðîâíî i. Àíàëîãè÷íî, êîíå÷íîìåðíîå Hrot-êîí�îðìíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Wl ïðîñòðàí-ñòâà Hrot ñ áàçèñíûìè �óíêöèÿìè ïîðÿäêà íå âûøå l èìååò âèä

Wl = W̃1 ⊕ . . .⊕ W̃l, (9)ãäå W̃i � èíêðåìåíòàëüíûå âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñîì ïîðÿäêà i, ïðè÷åì
W̃1 = Ã1, W̃i = Ãi ⊕∇Ṽi, i > 1, (10)Ìîæíî îòìåòèòü, äëÿ W̃1 òàêæå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå âèäà

W̃1 = Ā ⊕ ∇Ṽ1 ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû âûäåëåíèÿ êî-äåðåâà ãðà�à, îïèñàííîé â [8℄.Ïîäïðîñòðàíñòâà Vl,0 è Wl,0 ñ íóëåâûìè ñëåäàìè íà ãðàíèöå ââîäÿòñÿ åñòåñòâåííûìîáðàçîì. Ïóñòü ψi è ϕi � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ Wl è Vl, ñîîòâåòñòâóþùèå âûáðàííîìóïîðÿäêó l, à ψ0
i è ϕ0

i � áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ Wl,0 è Vl,0 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ââåäåì
ψΓ

i � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Wl \ Wl,0. Îáîçíà÷èì n = dimWl,0, m = dimVl,0 è k =



4 Ä.Ñ. Áóòþãèí
dimWl \Wl,0. Ââåäåì ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëèíåéíûõ �îðì:

Mi,j =

∫

Ω

ε̇rψ
0

j ·ψ
0

i dΩ, Ai,j =

∫

Ω

1

µ r

(

∇×ψ0

j

)

·
(

∇×ψ0

i

)

dΩ,

Li,j =

∫

Ω

ε̇r∇ϕ0

j · ∇ϕ0

idΩ, Bi,j =

∫

Ω

ε̇rψ
0

j · ∇ϕ0

i dΩ,
(11)Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3) èùåòñÿ â âèäå E =

∑n

j=1
ujψ

0

j , òîãäà
[

A− k2

0
M

]

u = f, (12)ãäå
fi =

k
∑

j=1

uΓ

j

∫

Ω

[

k2

0 ε̇rψ
Γ

j ·ψ
0

i −
1

µ r

(

∇×ψΓ

j

)

·
(

∇×ψ0

i

)

]

dΩ, (13)à uΓ � âåêòîð êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè EΓ ïî �óíêöèÿì ψΓ

i .�àññìîòðèì òåïåðü �îðìóëèðîâêó ñ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà. Ïîëàãàÿ p =
∑m

j=1
pjϕ

0

j ,èìååì èòîãîâóþ ñèñòåìó ëèíåéíûé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) âèäà
[

A− k2

0
M BT

B 0

] [

u
p

]

=

[

f
g

]

, (14)ãäå
gi = −

∑

k

uΓ,k

∫

Ω

εrψ
Γ

k · ∇ϕ0

idΩ. (15)Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå �îðìóëèðîâêè äëÿ ïîòåíöèàëîâ A è V , ïîëàãàÿ ðàçëîæåíèå
A =

∑n

j=1
wjψ

0

j è V =
∑m

j=1
qjϕ

0

j , ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ÑËÀÓ:
[

A− k2
0M −k2

0B
T

−k2

0
B −k2

0
L

] [

w
q

]

=

[

f
g

]

. (16)Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñû ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àåìûõ àï-ïðîêñèìàöèé ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ñëó÷àÿ �îðìóëèðîâêè ñ ìíî-æèòåëåì Ëàãðàíæà â îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè âûïîëíåíî äèñêðåòíîåinf-sup óñëîâèå [9℄, [1℄: ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî:
inf

06=q∈Rm

sup
06=v∈kerA

(Bv, q)

|v|M |q|L
≥ C.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (4)�(5) ïîñòàâëåíà êîððåêòíî è ñèñòåìà (14) èìååò åäèí-ñòâåííîå ðåøåíèå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå ñåòêè.3. Èòåðàöèîííîå ðåøåíèå ÑËÀÓÏîñëå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè âàðèàöèîííîé çàäà÷è ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìóëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êîìïëåêñíîé ñèììåòðè÷íîé ðàçðåæåííîé ìàò-ðèöåé. Îáùèé âèä ñèñòåìû â ñëó÷àå �îðìóëèðîâîê çàäà÷è ñ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà è�îðìóëèðîâêè çàäà÷è äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñëåäóþùèé:

[

A− k2

0M δBT

δB ηL

] [

u
p

]

=

[

f
g

]

. (17)



Ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè â ýëåêòðîìàãíåòèçìå 5Çäåñü è äàëåå çà u è p îáîçíà÷åíû êîìïîíåíòû âåêòîðà íåèçâåñòíûõ, çà f è g � êîìïî-íåíòû âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè, à δ è η � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ìàòðèöó äàííîé ñèñòåìûáóäåì îáîçíà÷àòü êàê K. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ àëüòåðíàòèâíûìïðåäñòàâëåíèåì W̃1 = Ā ⊕ ∇Ṽ1, òî ñèñòåìó (12) òàêæå ìîæíî ñâåñòè ê âèäó (17).Äàííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî ðåøàòü ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ âïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà, òàêèõ êàê ìåòîä ñîïðÿæåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ñîïðÿæåí-íûõ íàïðàâëåíèé (COCG), ñèììåòðè÷íûé ìåòîä êâàçèìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (QMRSym),êîòîðûå îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå êîìïëåêñíûõ ñèììåòðè÷íûõ (íåýðìèòîâûõ) ÑËÀÓ.Ïîìèìî ýòîãî, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïðîâîäèìîñòè ñðåäû è äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöåÑËÀÓ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (MINRES), à â îáùåì ñëó÷àå� ìåòîä îáîáùåííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) [10℄.Äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïðèìåíÿëèñü ðàçëè÷íûå ïðå-äîáóñëàâëèâàòåëè. Îäèí èç èñïîëüçîâàâøèõñÿ âàðèàíòîâ � ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ïî-ñëåäîâàòåëüíîé ñèììåòðè÷íîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (SSOR) â ìîäè�èêàöèè Àéçåíøòàòà[11℄. Âòîðîé ïðåäëàãàåìûé âàðèàíò � ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü
PM,L =

[

A+ (β − k2

0
)M 0

0 γL

]

, (18)ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè β è γ. Òîãäà ïðåäîáóñëîâëåííàÿ ìàòðèöà PM,LK áóäåò èìåòü
n ñîáñòâåííûõ ÷èñåë âèäà

λi =
µi − k2

0

µi − k2
0 + β

, (19)ãäå µi � ìàêñâåëëîâñêèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà äèñêðåòíîé çàäà÷è Avi = µiMvi. Êðîìå òî-ãî, ìàòðèöà áóäåò èìåòü äâà äîïîëíèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà êðàòíîñòè m êàæäîå.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè |µi − k2

0
| > 0, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìåëîêîé ñåòêå |λi| > c > 0äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ ñðåäû è êîíñòàíò δ è η,òî åñòü ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíûì.4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû�àññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ â âîëíîâîäå ñ êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäîé.Â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áûë âûáðàí âîëíîâîä, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïàðàëëåëå-ïèïåä Ω = [0, a]× [0, b]× [0, c], a = 72 ñì, b = 34 ñì, c = 200 ñì. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ: ïðè

z = c � óñëîâèå âîëíîâîãî âõîäà n×E = n×E0, ãäå E0 ≡ const, íà îñòàëüíûõ ãðàíèöàõ� óñëîâèå èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà E0 = 0. ×àñòîòà èçëó÷åíèÿ f áðàëàñü ðàâíîé 1 ��ö.Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
E = ey

sin γz

sin γc
· e−iωt,èñïîëüçóåìîå äëÿ êîíòðîëÿ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðåøåíèé.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü äåëèëàñü ïî êàæäîìó èç èçìåðåíèé íàíåêîòîðîå ÷èñëî øàãîâ, è ïîëó÷àþùèåñÿ ïàðàëëåëåïèïåäû äåëèëèñü íà òåòðàýäðû. Âäàííîì òåñòîâîì íàáîðå èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå êâàçèðàâíîìåðíûå ðàçáèåíèÿ ñåò-êè: 4× 2× 12, 8× 4× 20, 14× 6× 40 è 28× 14× 80.Â òàáëèöå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ðåøàòåëÿ ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ β = γ−1 íà çàäà÷å â �îðìóëèðîâêå ñ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà. Â



6 Ä.Ñ. Áóòþãèíêà÷åñòâå ðåøàòåëÿ èñïîëüçîâàëñÿ PMINRES ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì P−1

M,L, äëÿ îáðàùå-íèÿ ìàòðèö A+ (β − k2

0
)M è L èñïîëüçîâàëñÿ PCOCG ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì SSOR âìîäè�èêàöèè Àéçåíøòàòà (ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè áûëè âûáðàíû ðàâíûìè 1 äëÿ ïåð-âîé ìàòðèöû è 1.6 � äëÿ âòîðîé). Êðèòåðèé îñòàíîâêè èòåðàöèé � óìåíüøåíèå íîðìûíåâÿçêè â ε ðàç: |r| < ε|f |, r = f −Au. Äëÿ âíåøíèõ èòåðàöèé ε = 10−7, äëÿ âíóòðåííèõ� ε = 10−8. Â òàáëèöå óêàçàíû ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ â áàðèöåíòðàõ òåðòàýäðîâ δE, ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé NK è îáùåå âðåìÿ ðàáîòû

t â ñåêóíäàõ. Ñåòêà δE
β = 1.0 β = 0.1 β = 0.01
NK t′′ NK t′′ NK t′′1, l = 1 1.0E-01 69 0.04 38 0.02 17 0.022, l = 1 5.7E-02 106 0.4 45 0.3 18 0.23, l = 1 3.3E-02 122 3.2 45 2 18 2.14, l = 1 1.5E-02 130 59 45 47 17 521, l = 2 1.3E-02 95 1.8 41 0.5 17 0.22, l = 2 4.7E-03 119 22 44 6.5 17 3.93, l = 2 1.2E-03 130 148 45 47 18 44Ò à á ë è ö à 1. Ôîðìóëèðîâêà ñ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà, èñïîëüçîâàíèå PM,LÑïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Monk P. Finite element methods for Maxwell's equations. Oxford University Press, 2003.[2℄ Ñîëîâåé÷èê Þ. �., �îÿê Ì. Ý., Ïåðñîâà Ì. �. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðå-øåíèÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ çàäà÷. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî Í�ÒÓ, 2007.[3℄ Greif C., Sh�otzau D. Preonditioners for the disretized time-harmoni Maxwell equationsin mixed form // Numer. Linear Algebra Appl. 2007. Vol. 14. Pp. 281�297.[4℄ Dyzij-Edlinger R., Biro O. A joint vetor and salar potential formulation for drivenhigh frequeny problems using hybrid edge and nodal �nite elements // IEEE Transations onMirowave Theory and Tehniques. 1996. Vol. 44, No 1. Pp. 15�23.[5℄ Áóòþãèí Ä. Ñ.Î ðåøåíèè êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ñìåøàííîé ïîñòàíîâêåäëÿ çàäà÷ ýëåêòðîìàãíåòèçìà // Òðóäû êîí�åðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ. 2009. Íîâîñèáèðñê:Èçä-âî ÈÂÌèÌ� ÑÎ �ÀÍ. Ñ. 22�33.[6℄ N�ed�ele J. C. Mixed �nite elements in R

3 // Numer. Math. 1980. Vol. 35, No 3. Pp. 315�341.[7℄ Ingelstr�om P. A new set of H(curl)-onforming hierarhial basis funtions for tetrahedralmeshes // IEEE Transations on Mirowave Theory and Tehniques. 2006. Vol. 54, No 1.Pp. 106�114.[8℄ Albanese R., Rubinai G. Magnetostati �eld omputations in terms of two-omponentvetor potentials // International Journal for Numerial Methods. 1990. Vol. 29. Pp. 515�532.[9℄ Hiptmair R. Finite elements in omputational eletromagnetism // Ata Numeria. 2002.Pp. 237�339.[10℄ Greenbaum A. Iterative Methods For Solving Linear Systems. SIAM, 1997.[11℄ Èëüèí Â. Ï. Ìåòîäû è òåõíîëîãèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÈÂÌèÌ�ÑÎ �ÀÍ, 2007.


