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Работа посвящена численному решению задач граничного управления для ма-
тематической модели переноса тепла в вязкой жидкости в рамках приближения
Обербека-Буссинеска. Указанные задачи формулируются как задачи условной ми-
нимизации функционалов качества, зависящих как от слабых решений исходной
начально-краевой задачи, так и управлений. Роль последних играют неизвестные
значения вектора скорости и потока тепла на определенных участках границы
области течения.

1. Введение

Одна из важных задач прикладной гидродинамики связана с проблемой создания тече-
ний требуемой конфигурации за счет выбора значений вектора скорости, температуры
либо потока тепла на некоторых участках границы области. Интерес к задачам управ-
ления для различных моделей гидродинамики вызван наличием актуальных приложе-
ний в авиа- и судостроении, промышленном производстве, охране окружающей среды
и других областях. За последние годы вышло достаточно большое число публикаций,
посвященных теоретическому исследованию задач управления для стационарных моде-
лей гидродинамики и тепловой конвекции (см., например, [1, 2, 3, 4, 5, 6]). В этих рабо-
тах исследована разрешимость экстремальных задач, выведены и исследованы системы
оптимальности, описывающие необходимые условия экстремума. При этом следует от-
метить, что опубликовано очень мало работ, посвященных численному решению задач
управления для стационарных моделей гидродинамики вязкой жидкости (см. [7, 8, 9]).
Это связано с тем, что нелинейность используемых математических моделей и особен-
ности рассматриваемых задач приводят к значительным трудностям при численном
решении соответствующих задач управления. В отличие от указанных выше ссылок в
данной работе используется нестационарная модель тепловой конвекции.

В области Ω с границей Γ рассматривается начально-краевая задача

ut + (u · ∇)u− ν∆u +∇p = −βTG в Q, divu = 0 в Q,

u|t=0 = u0 в Ω, u = g на Σ1, ν
∂u

∂n
− pn = 0 на Σ2,

Tt + u · ∇T − λ∆T = f в Q, T |t=0 = T0 в Ω,

T = ψ на ΣD, λ
∂T

∂n
= χ на ΣN ,
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описывающая процесс распространения тепла в вязкой жидкости. Здесь u, p и T – век-
тор скорости, давление и температура жидкости, ν=const>0 – коэффициент кинемати-
ческой вязкости, β – объемный коэффициент теплового расширения,G – вектор ускоре-
ния свободного падения, λ=const>0 – коэффициент температуропроводности, f – объ-
емная плотность источников тепла, g, ψ и χ – некоторые функции, Γ = Γ1∪Γ2 = ΓD∪ΓN ,
Γ1 ∩ Γ2 = ∅, ΓD ∩ ΓN = ∅, Q = Ω × (0, tmax), Σ = Γ × (0, tmax), Σ1 = Γ1 × (0, tmax),
Σ2 = Γ2 × (0, tmax), ΣD = ΓD × (0, tmax), ΣN = ΓN × (0, tmax).

При теоретическом и численном анализе задач управления мы используем слабую
формулировку данной начально-краевой задачи

tmax∫
0

[(ut + (u · ∇)u,v) + ν(∇u,∇v)− (p, div v) + (βTG,v)]dt = 0,

tmax∫
0

[(Tt + u · ∇T, S) + λ(∇T,∇S)− (f, S)− (χ, S)ΓN
]dt = 0,

divu = 0 в Q, u = g на Σ1, T = ψ на ΣD,

u|t=0 = u0 в Ω, T |t=0 = T0 в Ω,

которую для краткости записываем в виде операторного уравнения

F (u, p, T,g, χ) = 0.

2. Задачи условной минимизации

Задачи граничного управления для данной модели математически формулируются как
задачи условной минимизации функционалов качества, зависящих как от слабых реше-
ний исходной начально-краевой задачи, так и от граничных функций g и χ, играющих
роль управлений. Указанные задачи можно записать в следующем общем виде:

J(u,g, χ) = Ji(u) +
µ1

2

tmax∫
0

∫
Γ1

|g|2dΓdt+
µ2

2

tmax∫
0

∫
ΓN

χ2dΓdt→ inf,

F (u, p, T,g, χ) = 0, (g, χ) ∈ K = K1 ×K2,

где µ1 и µ2 – некоторые положительные константы, имеющие смысл параметров регуля-
ризации. Первое слагаемое Ji(u) несет на себе основную смысловую нагрузку, определяя
свойства вектора скорости u в области течения Ω, которые необходимо получить за счет
выбора граничных управлений. Так, например, мы используем функционалы

J1(u) =

tmax∫
0

∫
Ω

|rotu|2dΩ dt, J2(u) =

tmax∫
0

∫
Ω

|u− ud|2dΩ dt

для того, чтобы получить безвихревое течение либо вектор скорости, близкий к задан-
ному полю ud. Остальные слагаемые в функционале J(u,g, χ) играют роль регуляри-
зирующих добавок.

На основе методов исследования экстремальных задач из работ [6, 9] выведена систе-
ма оптимальности, описывающая необходимые условия экстремума первого порядка.
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Для наглядности запишем ниже дифференциальный аналог cистемы оптимальности
для функционала J1, полученный при выполнении определенных требований на мно-
жество управлений K.

ut + (u · ∇)u− ν∆u +∇p = −βTG в Q, divu = 0 в Q,

u|t=0 = u0 в Ω, u = g в Σ1, ν
∂u

∂n
− pn = 0 на Σ2,

Tt + u · ∇T − λ∆T = f в Q,

T |t=0 = T0 в Ω, T = ψ на ΣD, λ
∂T

∂n
= χ на ΣN .

−qt − (u · ∇)q + (∇u)tq− ν∆q +∇σ = −rot rotu− θ∇T в Q,

div q = 0 в Q, q|t=tmax = 0 в Ω, q = 0 на Σ1, ν
∂q

∂n
− σn = 0 на Σ2,

−θt − u · ∇θ − λ∆θ = −βG · q в Q,

θ|t=tmax = 0 в Ω, θ = 0 на ΣD,
∂θ

∂n
= 0 на ΣN .

g =
1

µ1

(
σn− ν ∂q

∂n

)
на Σ1, χ =

θ

µ2

на ΣN .

Система оптимальности состоит из трех частей: прямой начально-краевой задачи для
скорости u, давления p и температуры T , сопряженной задачи для сопряженной ско-
рости q, сопряженного давления σ и сопряженной температуры θ, и соотношений, свя-
зывающих между собой управления (g, χ) и сопряженное состояние (q, σ, θ). Дополни-
тельные трудности при численном решении системы оптимальности связаны с тем, что
сопряженная задача является обратной по времени.

Разработан численный алгоритм решения задачи граничного управления, основан-
ный на итерационном процессе решения прямых и обратных по времени начальных
краевых задач, входящих в нелинейную систему оптимальности.

Алгоритм

Шаг 0. Выбор начальных приближений g0 на Σ1 и χ0 на ΣN . Полагаем n = 0.
Шаг 1. Решение прямой задачи для (un, pn, Tn) в Q.
Шаг 2. Решение сопряженной задачи для (qn, σn, θn) в Q.
Шаг 3. Вычисление новых значений управлений

gn+1 = (σnn− ν∂qn/∂n)/µ1 на Σ1 и χn+1 = θn/µ2 на ΣN .

Шаг 4. Если условие выхода из цикла не выполняется, то полагаем n : =n+1 и
переходим на Шаг 1.
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Рис. 1. Неуправляемое течение

3. Результаты вычислительных экспериментов

Обсудим здесь результаты вычислительных экспериментов по численному решению за-
дачи обтекания кругового цилиндра плоским потоком вязкой несжимаемой жидкости в
плоском канале с внезапным расширением. На рис. 1 представлены линии тока течения,
полученного путем решения двумерной краевой задачи для стационарных уравнений
Навье-Стокса при числе Рейнольдса Re=50.

Граничные условия для данного случая отвечают заданию параболического профи-
ля для скорости на участке втекания слева, условий прилипания на жестких границах
(поверхности цилиндра и боковых стенках канала) и «естественного» краевого условия
на участке вытекания справа. Нелинейные уравнения Навье–Стокса решались с помо-
щью метода Ньютона. Для численного решения линеаризованной краевой задачи ме-
тодом конечных элементов на адаптивной треугольной сетке (см. рис. 2) использовался
свободно распространяемый пакет freeFEM++ (www.freefem.org). В качестве начально-
го приближения было выбрано решение соответствующей задачи Стокса, причем для
сходимости метода Ньютона обычно требовалось не более пяти итерации.

Рис. 2. Адаптивная сетка (freeFEM++)

Из рис. 1 видно, что за обтекаемым телом образуется разделение потока, в углах
появились вихри. Чтобы уменьшить отрывную зону за телом и размер вихревых зон в
углах была решена задача минимизации квадрата нормы завихренности для безразмер-
ных уравнений Обербека-Буссинеска, рассматриваемых при тех же граничных услови-
ях для скорости и смешанных краевых условий для температуры. При этом исполь-
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зовался представленный выше алгоритм, основанный поочередном решении прямой и
сопряженной задачи.

На рис. 3 показаны линии тока течения, полученного в результате ее решения при
числе Рейнольдса Re=50 и числе Рэлея Ra=105 в случае, когда управление достигает-
ся за счет выбора теплового потока на границе тела и близлежащих участках стенок
канала, отмеченных штрихпунктирными линиями.

Рис. 3. Линии тока при управлением потоком тепла на границе тела и участках стенок канала

Для того, чтобы устранить угловые застойные зоны, мы вводим дополнительное
температурное управление в углах. Линии тока течения, полученного при использова-
нии этой схемы управления, представлены на рис. 4. Видно, что застойные зоны в углах
остались, хотя и уменьшились.

Рис. 4. Линии тока при управлением потоком тепла на границе тела, участках стенок канала
и в углах

Рассмотрим теперь схему управления, отвечающую ситуации, когда в углах вме-
сто температурного управления используется гидродинамическое управление. Другими
словами в этой схеме мы по-прежнему используем температурное управление на грани-
це тела и на близлежащих участках стенок канала для создания безотрывного режима
обтекания, тогда как в углах используется гидродинамическое управление. Получен-
ные линии тока течения представлены на рис. 5. Хорошо видно, что застойные зоны
в углах исчезли благодаря режиму вытекания (или отсоса жидкости) вблизи углов,
полученному в результате решения двухпараметрической задачи управлении.

Отметим, что при проведении численных расчетов важную роль играют парамет-
ры регуляризации. Если эти параметры недостаточно малы, то в процессе решения
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Рис. 5. Линии тока при управлением потоком тепла на границе тела, участках стенок канала
и вектором скорости в углах

задачи минимизации не удается получить течение с заданными свойствами. В случае
однопараметрической задачи, когда значение параметра регуляризации чрезмерно ма-
ло, в результате численного решения возникают большие температурные градиенты в
окрестности участков управления. Одновременное использование двух управлений раз-
ной физической природы позволяет избежать этих проблем. Если основное изменение
поля скорости достигается за счет гидродинамического управления, то температурное
управление будет играть только вспомогательную роль и температурные градиенты
будут малы.
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