
Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåìïðîñòðàíñòâà äëÿ ìèíèìèçàöèèîâðàæíûõ âûïóêëûõ �óíêöèéÏ.È. ÑòåöþêÈíñòèòóò êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì.�ëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíûe-mail: stetsyukp�gmail.omÏðèâåäåíû Otave-�óíêöèÿ ralgb5 (ðåàëèçóåò r-àëãîðèòì ñ àäàïòèâíîé ðåãóëè-ðîâêîé øàãà è ïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà) è àëãîðèòì-�óíêöèÿ amsg2p (ðåàëèçóåò ðåëàêñàöèîííûé ìåòîä ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàí-ñòâà, êîòîðîå èñïîëüçóåò äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòà è àãðåãàòíûé âåêòîð,ÿâëÿþùèéñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé âû÷èñëåííûõ ðàíåå ñóáãðàäèåíòîâ). Äàíû ðå-çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñóùåñòâåííî îâðàæíîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé �óíê-öèè è êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ðàçðåøèìîñòüþ èíòåðâàëüíîéëèíåéíîé çàäà÷è î äîïóñêàõ.Ôóíêöèè ñ ðàçðûâíûì ãðàäèåíòîì ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ èíòåð-âàëüíîãî àíàëèçà êàê ñëåäñòâèå êóñî÷íîé ãëàäêîñòè èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé. Ïîýòîìó âëàäåíèå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ âûïóêëûõ�óíêöèé äàåò ðàçðàáîò÷èêó äåéñòâåííûé èíñòðóìåíò ïðè ïîñòðîåíèè ý��åêòèâíûõàëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â èíòåðâàëüíîìàíàëèçå. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ, ïîðîæäàþùèõ çàäà÷è íåãëàäêîéîïòèìèçàöèè, è ïðèëîæåíèå ê íèì ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè íåäè��åðåíöèðóåìûõ �óíê-öèé ìîæíî íàéòè â [1℄. Î÷åíü èí�îðìàòèâíû íà ýòîò ñ÷åò ñáîðíèêè íàó÷íûõ òðóäîâ[2, 3℄, â êîòîðûå âêëþ÷åíû îñíîâíûå ðàáîòû Í.Ç.Øîðà ïî ìåòîäàì íåãëàäêîé îïòè-ìèçàöèè è èõ ïðèìåíåíèþ â çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êâàäðàòè÷íîãî, áóëåâîãî,ìàòðè÷íîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñáîðíèêè äîñòóïíû â ýëåêòðîííîìâàðèàíòå ïî àäðåñó http://elis.dvo.ru/?q=node/114 (ðåæèì äîñòóïà � ñâîáîäíûé).Íåãëàäêèå âûïóêëûå �óíêöèè, êàê ïðàâèëî, õàðàêòåðèçóþòñÿ îâðàæíîé èëè ñóùå-ñòâåííî îâðàæíîé ñòðóêòóðîé ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ. Êà÷åñòâî ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèèíåãëàäêèõ âûïóêëûõ �óíêöèé ãëàâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòüþ èçáåæàòüçèãçàãîîáðàçíîé òðàåêòîðèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â òî÷êàõ áëèçêèõ êî äíó ¾ðóñëàîâðàãà¿. Åñëè ìåòîä ñ ýòèì ëåãêî ñïðàâëÿåòñÿ òî, êàê ïðàâèëî, ýòîò ìåòîä îáëàäàåòóñêîðåííîé ñõîäèìîñòüþ ïðè ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ �óíêöèé. Íèæå îáñóäèì àëãî-ðèòìû èç äâóõ ñåìåéñòâ ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðî-ñòðàíñòâà, èìåþùèõ óñêîðåííóþ ñõîäèìîñòü ïðè ìèíèìèçàöèè âûïóêëûõ �óíêöèé ñîâðàæíîé ñòðóêòóðîé ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ.Ïåðâûé ìåòîä � r(α)-àëãîðèòì (ðåàëèçîâàí �óíêöèåé ralgb5 íà ÿçûêå Otave [4℄)îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ �óíêöèé, êî-òîðîå èçâåñòíî êàê r-àëãîðèòìû Í.Ç.Øîðà. r-Àëãîðèòìû áàçèðóþòñÿ íà ïðîöåäóðåíàèñêîðåéøåãî ñïóñêà â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ è îáåñïå÷èâàþòìîíîòîííîñòü (èëè ïî÷òè ìîíîòîííîñòü) ïî çíà÷åíèÿì ìèíèìèçèðóåìîé �óíêöèè. r-Àëãîðèòìû èñïîëüçóþò îïåðàöèþ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè1



2 Ï.È. Còåöþêäâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòîâ, êîòîðàÿ óëó÷øàåò ñâîéñòâà îâðàæíîé �óíêöèèâ ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ.Âòîðîé ìåòîä (ðåàëèçîâàí àëãîðèòì-�óíêöèåé amsg2p) îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó ìåòî-äîâ ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ �óíêöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþò ðåëàêñàöèîííûé øàã (èçâå-ñòåí êàê øàã Ïîëÿêà èëè øàã Àãìîíà-Ìîöêèíà), è èñïîëüçóåò àïðèîðíîå çíàíèå ìèíè-ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè. Çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ àíòèîâðàæíàÿ òåõíèêà, ïîäîáíî òîìó,êàê ýòî ñäåëàíî â r-àëãîðèòìàõ Øîðà. Íî ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà ðåàëèçóåòñÿ ñïîìîùüþ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà [5℄, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü óìåíüøåíèå ðàññòî-ÿíèÿ äî òî÷êè ìèíèìóìà â î÷åðåäíîì ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ.1. Otave-�óíêöèÿ ralgb5Ïðîãðàììà íàõîäèò òî÷êó ìèíèìóìà x∗
r âûïóêëîé �óíêöèè f(x) îò n ïåðåìåííûõ èäåëàåò ýòî ñ ïîìîùüþ r(α)-àëãîðèòìà � âàðèàíò r-àëãîðèòìîâ ñ ïîñòîÿííûì íà êàæ-äîé èòåðàöèè êîý��èöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà α (α>1) è àäàïòèâíîé ðåãóëè-ðîâêîé øàãà â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà. Ïðîãðàììà èñïîëüçóåòOtave-�óíêöèþ funtion [f,g℄ = alfg(x), êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå �óíêöèè f = f(x)è å¼ ñóáãðàäèåíòà g = ∂f(x) â òî÷êå x. Ïðîãðàììà èñïîëüçóåò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû.% Âõîäíûå ïàðàìåòðû:% alfg -- èìÿ �óíêöèè âèäà alfg(x) äëÿ âû÷èñëåíèÿ f è g% x -- íà÷àëüíàÿ òî÷êà x(n) (íà âûõîäå ïîðòèòñÿ)% alpha -- êîý��èöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà% h0, nh, q1, q2 -- ïàðàìåòðû àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêè øàãà% epsx, epsg, maxitn -- ïàðàìåòðû îñòàíîâà% Âûõîäíûå ïàðàìåòðû:% xr -- íàéäåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè xr(n)% fr -- çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå ìèíèìóìà% itn -- ÷èñëî çàòðà÷åííûõ èòåðàöèé% nalls -- ÷èñëî âûçîâîâ �óíêöèè alfg% istop -- êîä îñòàíîâà (2 = epsg, 3 = epsx, 4 = maxitn, 5 = error)Àäàïòèâíàÿ ðåãóëèðîâêà øàãà â r(α)-àëãîðèòìå âûïîëíÿåò îäíîìåðíûé ñïóñê â íàïðàâ-ëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõè ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ h0, q1, nh, q2. Çäåñü h0 � âåëè÷èíà íà÷àëüíîãîøàãà (èñïîëüçóåòñÿ íà 1-é èòåðàöèè, íà êàæäîé ïîñëåäóþùåé èòåðàöèè ýòà âåëè÷è-íà óòî÷íÿåòñÿ); q1 � êîý��èöèåíò óìåíüøåíèÿ øàãà (q1≤1), åñëè óñëîâèå çàâåðøåíèÿñïóñêà ïî íàïðàâëåíèþ âûïîëíÿåòñÿ çà îäèí øàã; q2 � êîý��èöèåíò óâåëè÷åíèÿ øàãà(q2≥1); íàòóðàëüíîå ÷èñëî nh çàäàåò ÷èñëî øàãîâ îäíîìåðíîãî ñïóñêà (nh > 1), ÷åðåçêàæäûå èç êîòîðûõ øàã áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ â q2 ðàç. Ïîäðîáíûå ðåêîìåíäàöèè ïî âû-áîðó êîý��èöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà è ïàðàìåòðîâ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêèøàãà äàíû â [6℄, ñ. 45�47. Èõ ñóòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû àäàïòèâíûé ñïîñîá ðåãóëèðîâ-êè øàãà ïîçâîëÿë óâåëè÷èâàòü òî÷íîñòü ïîèñêà ìèíèìóìà �óíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ âïðîöåññå ñ÷åòà è ïðè ýòîì ÷èñëî øàãîâ ïî íàïðàâëåíèþ íå äîëæíî áûòü áîëüøèì.Ïàðàìåòðû εx è εg îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ çàâåðøåíèÿ r(α)-àëãîðèòìà: ìåòîä îñòàíàâ-ëèâàåòñÿ â òî÷êå xk+1, åñëè âûïîëíåíî ‖xk+1 − xk‖ ≤ εx (îñòàíîâ ïî àðãóìåíòó); ìåòîäîñòàíàâëèâàåòñÿ â òî÷êå xk+1, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ‖gf(xk+1)‖ ≤ εg (îñòàíîâ ïî íîðìå



Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ îâðàæíûõ �óíêöèé 3ñóáãðàäèåíòà, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ãëàäêèõ �óíêöèé). Àâàðèéíîå çàâåðøåíèå ïðîãðàììûñâÿçàíî ëèáî ñ òåì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íåîãðàíè÷åíà ñíèçó, ëèáî h0 ñëèøêîì ìàë è åãîòðåáóåòñÿ óâåëè÷èòü.# ralgb5 -- Otave-funtion for Shor's r-algorithmfuntion [xr,fr,itn,nalls,istop℄=ralgb5(alfg,x,alpha,h0,q1,q2,nh,epsg,epsx,maxitn);itn=0; hs=h0; B=eye(length(x)); xr=x; # row001nalls = 1; [fr,g0℄ = alfg(xr); # row002printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d nalls %4d\n", # row003itn, fr, fr, 0, nalls);if(norm(g0) < epsg) istop = 2; return; endif # row004for (itn = 1:maxitn) # row005dx = B * (g1 = B' * g0)/norm(g1); # row006d = 1; ls = 0; ddx = 0; # row007while (d > 0) # row008x -= hs * dx; ddx += hs * norm(dx); # row009nalls ++; [f, g1℄ = alfg(x); # row010if (f < fr) fr = f; xr = x; endif # row011if(norm(g1) < epsg) istop = 2; return; endif # row012ls ++; (mod(ls,nh)==0) && (hs *= q2); # row013if(ls > 500) istop = 5; return; endif # row014d = dx' * g1; # row015endwhile # row016(ls == 1) && (hs *= q1); # row017printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d nalls %4d\n", # row018itn, f, fr, ls, nalls);if(ddx < epsx) istop = 3; return; endif # row019xi = (dg = B' * (g1 - g0) )/norm(dg); # row020B += (1 / alpha - 1) * B * xi * xi'; # row021g0 = g1; # row022endfor # row023istop = 4; # row024endfuntionÏðè ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ �óíêöèé ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþùèé âûáîð ïàðàìåòðîâ:
α = 2÷ 3, h0 = 1.0, q1 = 1.0, q2 = 1.1 ÷ 1.2, nh = 2÷ 3. Åñëè èçâåñòíà àïðèîðíàÿ îöåíêàðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè x0 äî òî÷êè ìèíèìóìà x∗, òî íà÷àëüíûé øàã h0 öåëå-ñîîáðàçíî âûáèðàòü ïîðÿäêà ‖x0 − x∗‖. Ïðè ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ �óíêöèé ðåêîìåí-äóåìûå ïàðàìåòðû òàêèå æå, çà èñêëþ÷åíèåì q1 (q1 = 0.8÷ 0.95). Ýòî îáóñëîâëåíî òåì,÷òî äîïîëíèòåëüíîå èçìåëü÷åíèå øàãà ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè ïîèñêà ìèíè-ìóìà �óíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ, ÷òî ïðè ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ �óíêöèé îáåñïå÷èâàåòáîëåå áûñòðóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ïðè òàêîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ, êàê ïðàâèëî, ÷èñ-ëî ñïóñêîâ ïî íàïðàâëåíèþ ðåäêî ïðåâîñõîäèò äâà, à çà n øàãîâ òî÷íîñòü ïî �óíêöèèóëó÷øàåòñÿ â òðè-ïÿòü ðàç. Ïàðàìåòðû îñòàíîâà εx, εg ∼ 10−6 ÷ 10−5 ïðè ìèíèìèçàöèèâûïóêëîé �óíêöèè äàæå ñóùåñòâåííî îâðàæíîé ñòðóêòóðû îáåñïå÷èâàåò íàõîæäåíèå



4 Ï.È. Còåöþê
x∗

r ñî çíà÷åíèåì �óíêöèè, äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê îïòèìàëüíîìó. Ïðè ýòîì îáû÷íî
f(x∗

r) − f(x∗)

|f(x∗)| + 1
∼ 10−6 ÷ 10−5 � äëÿ íåãëàäêèõè

f(x∗
r) − f(x∗)

|f(x∗)| + 1
∼ 10−12 ÷ 10−10 � äëÿ ãëàäêèõ �óíêöèé,÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ìíîãî÷èñëåííûõ òåñòîâûõ è ðåàëüíûõ ðàñ÷åòîâ.2. Aëãîðèòì-�óíêöèÿ amsg2pÀëãîðèòì amsg2p íàõîäèò òî÷êó ìèíèìóìà âûïóêëîé �óíêöèè f(x) ïðè èçâåñòíîì å¼ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè f ∗. Â åãî îñíîâó ïîëîæåí âòîðîé èç ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà è ðåãóëèðîâêîé øàãà Àãìîíà-Ìîöêèíà-Øîíáåðãà (AMS-øàã) â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ [7℄. Àëãîðèòì èñïîëüçóåò âåëè÷èíóìàêñèìàëüíîãî ñäâèãà ïî âûïóêëîñòè �óíêöèè f(x) (çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì γ), äëÿ êî-òîðîé ñóáãðàäèåíò ∂f(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

〈x − x∗, ∂f(x)〉 ≥ γ(f(x) − f ∗), ãäå γ ≥ 1, (1)äëÿ ëþáîãî x ∈ R
n è ïðîèçâîëüíîãî x∗ èç ìíîæåñòâà X∗ òî÷åê ìèíèìóìà �óíêöèè

f(x). Íåðàâåíñòâî (1) ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü áîëåå ñèëüíûå AMS-øàãè äëÿ ñïåöèàëü-íûõ êëàññîâ �óíêöèé. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ êâàäðàòè÷íîé ãëàäêîé �óíêöèè ðåêîìåíäó-åòñÿ èñïîëüçîâàòü γ = 2.Aëãîðèòì-�óíêöèÿ amsg2p: (x∗
ε, k

∗
ε) = amsg2p(x0, ε, f

∗, γ)Íà èòåðàöèè k = 0 èìååì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 ∈ R
n è äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0.Âû÷èñëèì f(x0) è ∂f(x0). Åñëè f(x0) − f ∗ ≤ ε, òî x∗

ε = x0, k∗
ε = 0 è îêîí÷àíèå ðàáîòûàëãîðèòìà. Èíà÷å ïîëîæèì

h0 =
γ(f(x0) − f ∗)

‖∂f(x0)‖
, ξ0 =

∂f(x0)

‖∂f(x0)‖
∈ R

n, p0 = 0 ∈ R
n,

B0 = In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n. Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè.Ïóñòü íà k-é èòåðàöèè ïîëó÷åíû xk ∈ R
n, hk, ξk ∈ R

n, pk ∈ R
n, Bk � ìàòðèöà n×n.Äëÿ (k + 1)-é èòåðàöèè âûïîëíèì ïï. 1�5.1. Âû÷èñëèì î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå

xk+1 = xk − hkBkξk.2. Âû÷èñëèì f(xk+1) è ∂f(xk+1). Åñëè f(xk+1) − f ∗ ≤ ε, òî x∗
ε = xk+1, k∗

ε = k + 1 èîêîí÷àíèå àëãîðèòìà. Èíà÷å ïîëîæèì
ξk+1 =

BT
k ∂f(xk+1)

‖BT
k ∂f(xk+1)‖

, hk+1 =
γ(f(xk+1) − f ∗)

‖BT
k ∂f(xk+1)‖

.
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k ξk+1 è λ2 = −ξT

k ξk+1. Ïîëîæèì
pk+1 =































λ1
√

λ2
1 + λ2

2

pk +
λ2

√

λ2
1 + λ2

2

ξk, åñëè λ1 > 0 è λ2 > 0,

pk, åñëè λ1 > 0 è λ2 ≤ 0,

ξk, åñëè λ1 ≤ 0 è λ2 > 0,

0, åñëè λ1 ≤ 0 è λ2 ≤ 0.4. Âû÷èñëèì µk = pT
k+1

ξk+1. Åñëè −0.98 ≤ µk ≤ 0, òî âû÷èñëèì
Bk+1 = Bk + (Bkη) ξT

k+1, ãäå η =

(

1
√

1 − µ2
k

− 1

)

ξk+1 −
µk

√

1 − µ2
k

pk+1è ïåðåñ÷èòàåì
hk+1 =

hk+1
√

1 − µ2
k

, pk+1 =
1

√

1 − µ2
k

(pk+1 − µkξk+1).Èíà÷å ïîëîæèì Bk+1 = Bk è pk+1 = 0.5. Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè ñ xk+1, hk+1, ξk+1, pk+1, Bk+1.3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòÈñïîëüçîâàíèå Otave-�óíêöèè ralgb5 ïðîèëëþñòðèðóåì äëÿ çàäà÷è maxquad [8℄, êîòî-ðàÿ ñâÿçàíà ñ ìèíèìèçàöèåé ñóùåñòâåííî îâðàæíîé âûïóêëîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé�óíêöèè ϕ(x) îò 10 ïåðåìåííûõ. Çäåñü ϕ(x) = max
1≤k≤5

fk(x), ãäå fk(x) = xT Akx − bT
k x,

Ak � ñèììåòðè÷íûå 10×10-ìàòðèöû, òàêèå ÷òî Akij = ei/j cos(ij) sin k, åñëè i < j, è
Akii = i |sin k| /10 +

∑

j 6=i

|Akij |, à êîìïîíåíòû âåêòîðîâ bk îïðåäåëÿþòñÿ bki = ei/k sin(ik).Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ maxquad èñïîëüçóåò òî÷êó x0 = (1, . . . , 1)T ∈ R
10.Ïîäãîòîâêó äàííûõ äëÿ çàäà÷è maxquad è âûçîâ ralgb5 ðåàëèçóåò òàêîé Otave-êîäglobal B b m;n = 10; m = 5; B = zeros(n, n, m); b = zeros(m, n); en = [ 1:n ℄;a1 = en'*ones(1,n); a2 = exp(min(a1, a1') ./ max(a1, a1')); a3 = os(en'*en);for k = 1:mA = a2 .* a3 * sin(k); A = A - diag(diag(A));B(:,:,k) = A + diag(sum(abs(A)) + abs(sin(k))*en/n);b(k, :) = exp(en/k) .* sin(en*k);endforalpha = 2, h0 = 1.0, nh = 3, q1 = 1.0, q2 = 1.1epsx = 1.e-6, epsg = 1.e-6, maxitn = 1000, x0 = ones(n,1)[xr,fr,itn,nalls,istop℄=ralgb5(�maxquad,x0,alpha,h0,q1,q2,nh,epsg,epsx,maxitn);xr,fr,itn,nalls,istopâ êîòîðîì âû÷èñëåíèå ϕ(x) è ∂ϕ(x) âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ Otave-�óíêöèè maxquad



6 Ï.È. Còåöþêfuntion [f,g℄ = maxquad(x)global B b m;ff = zeros(1,m);for k = 1:mff(k) = x'*B(:,:,k)*x - b(k, :)*x;endfor[ f indx ℄ = max(ff);g = 2*x'*B(:,:,indx) - b(indx,:); g = g';endfuntionÇàòðàòû r(α)-àëãîðèòìà è ìåòîäà amsg2p äëÿ íàõîæäåíèÿ â çàäà÷å maxquad åäèí-ñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïðèâåäåííûéíèæå �ðàãìåíò ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ îáåèìè ïðîãðàììàìè.Maxquad: f(x0) 5.3370664293114e+003 fmin = -8.4140833459641e-001 gamma=1..epsx.. .....fr(itn)........ itn(nalls) ..epsf.. .....f(itn).......... .itn.1.0e-001 -7.3721660556183e-001 35(40) 1.0e-001 -7.7355266120112e-001 171.0e-002 -8.3982079259954e-001 68(74) 1.0e-003 -8.4084776169123e-001 291.0e-003 -8.4138254819439e-001 107(117) 1.0e-004 -8.4132394277880e-001 351.0e-004 -8.4139971517765e-001 120(131) 1.0e-005 -8.4140078034524e-001 411.0e-005 -8.4140785230390e-001 148(164) 1.0e-006 -8.4140807664455e-001 491.0e-006 -8.4140830366048e-001 175(195) 1.0e-011 -8.4140833458913e-001 941.0e-007 -8.4140833400334e-001 211(236) 1.0e-012 -8.4140833459555e-001 1011.0e-008 -8.4140833455704e-001 240(267) 1.0e-013 -8.4140833459633e-001 1101.0e-009 -8.4140833459582e-001 278(309) 1.0e-014 -8.4140833459640e-001 1161.0e-010 -8.4140833459641e-001 330(369) 1.0e-015 -8.4140833459641e-001 122Êàê âèäèì çàòðàòû ïî ÷èñëó èòåðàöèé íà íàõîæäåíèå òî÷êè ìèíèìóìà ïðè èçâåñò-íîì f ∗ = fmin â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì çàòðàòû ïðîãðàììû ralgb5. Ýòî ìîæåòïîìî÷ü ïðè àíàëèçå ðàçðåøèìîñòè èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé [9℄. Òàê,íàïðèìåð, äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé 7×7-ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé Íîéìàéåðà
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íà íàõîæäåíèå ìàêñèìóìà ðàñïîçíàþùåãî �óíêöèîíàëà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøå-íèé [10℄ ïðîãðàììà ralgb5 çàòðàòèëà 246 èòåðàöèé, à àëãîðèòì amsg2p âñåãî çà 30 èòå-ðàöèé íàõîäèò òî÷êó, ãäå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå (ðàâíî 1) ðåàëèçóåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
ε = 10−10. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóïåðãðàäèåíòà êóñî÷íî-ëèíåéíîé âîãíóòîé �óíêöèè èñ-ïîëüçîâàëàñü ðåàëèçîâàííàÿ Ñ.Ï.Øàðûì �óíêöèÿ alfg.Ïðèâåäåííûå àëãîðèòìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè íåãëàäêèõ çàäà÷ èç ðàç-ëè÷íûõ îáëàñòåé ïðèëîæåíèé. Òàê êàê ãëàäêàÿ �óíêöèÿ ñ î÷åíü áûñòðî èçìåíÿþùèì-ñÿ ãðàäèåíòîì áëèçêà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê íåãëàäêîé �óíêöèè, òî íàøè àëãîðèò-ìû îáëàäàþò óñêîðåííîé ñõîäèìîñòüþ ïðè îïòèìèçàöèè îâðàæíûõ ãëàäêèõ �óíêöèé.Ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ îáîèõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ ëåãêî ïîääàþòñÿ ïà-ðàëëåëüíîé îáðàáîòêå, ÷òî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè èõ ðåàëèçàöèè íà ïàðàëëåëüíûõÝÂÌ.
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