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Âûâåäåíà íîâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè äëèííîâîëíî-
âûõ âîçìóùåíèé íà ïîâåðõíîñòè òîíêîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè,
îáäóâàåìîãî òóðáóëåíòíûì ïîòîêîì ãàçà. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ñèñòåìà ñâî-
äèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè, àíàëîãè÷íîé ãèäðîäèíàìè-
÷åñêîé ôóíêöèè òîêà, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ñëó÷àå ìà-
ëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ñèñòåìà ñâåäåíà ê íåëèíåéíîìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ äëÿ òîëùèíû ïëåíêè.

1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ñîâìåñòíîå òå÷åíèå æèäêîñòè è ãàçà - êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ãèäðîäèíàìèêè. Ïðèìå-
íèòåëüíî ê çàäà÷àì òåïëîôèçèêè è õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè ÷àñòî èìååò ìåñòî òóðáó-
ëåíòíîå òå÷åíèå ãàçà íàä òîíêèì, ïîêðûòûì âîëíàìè ñëîåì æèäêîñòè. Ðåøåíèå ýòîé
ïðîáëåìû â ïîëíîé ñîïðÿæåííîé ïîñòàíîâêå ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëü-
íûìè òðóäíîñòÿìè, ïîýòîìó çà÷àñòóþ âûäåëÿþò äâà ýòàïà ìîäåëèðîâàíèÿ: îïðåäåëåíèå
íàïðÿæåíèé ãàçà íà ïîâåðõíîñòè ïëåíêè è ïîñëåäóþùèé ðàñ÷åò ýâîëþöèè âîëí â æèä-
êîñòè. Ñêîðîñòü æèäêîñòè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè ãàçà, ïîýòîìó
ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ïîëàãàþò æåñòêîé è íåïîäâèæíîé. Êðîìå òîãî, âñëåäñòâèå ìàëî-
ñòè òîëùèíû ïëåíêè, âëèÿíèå âîçìóùåíèé ãðàíèöû ðàçäåëà íà ñêîðîñòè â ãàçå, ìîæíî
ñ÷èòàòü ëèíåéíûì. Â ñèëó ýòîãî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íà-
ïðÿæåíèé ãàçà íà ïîâåðõíîñòè ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ îòäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ãàðìîíèê.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ýòàï èññëåäîâàíèÿ ñîâìåñòíîãî òå÷åíèÿ �
ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè íåëèíåéíûõ âîëí íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëåíêå æèäêîñòè â èç-
âåñòíîì ïîëå íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò óðàâ-
íåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êèíåìàòè÷åñêèìè è äèíàìè÷åñêèìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè. Â íåé ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîëîæåíèå ïîäâèæíîé

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé
ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ âó-
çàõ � 11.G34.31.0035 (âåäóùèé ó÷åíûé � Â.Å. Çàõàðîâ, ÃÎÓ ÂÏÎ ¾Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò¿) è ãðàíòà Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 10-08-91333-
ÍÍÈÎ-à).
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ãðàíèöû çàðàíåå íåèçâåñòíî è îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Öåëüþ ðàáîòû áû-
ëî ïîëó÷åíèå ìîäåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ äëèííîâîëíîâûõ
âîçìóùåíèé ãðàíèöû ðàçäåëà ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà æèäêîñòè, â êîòîðîé
ïðîáëåìà íåèçâåñòíîé ãðàíèöû â íåêîòîðîì ñìûñëå ðåøåíà.

Åñëè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ýôôåêòû óíîñà êàïåëü è ïÿòíîîáðàçîâàíèÿ, òî
îáëàñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé. Íàëè÷èå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ
îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå îñòðûõ êðîìîê íà ïîâåðõíîñòè ïëåíêè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ôóíê-
öèÿ y = h(x, t), îïðåäåëÿþùàÿ ïîëîæåíèå òî÷åê ãðàíèöû îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íîé, è ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, îòîáðà-
æàþùåå îáëàñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè â ïîëîñó ïîñòîÿííîé òîëùèíû:

x = x, η = y/h(x, t), t = t. (1)

Íîâûå ïåðåìåííûå (1) íå îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó îáû÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ â âåêòîðíîé ôîðìå íåïðèìåíèìà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ
ïðîñòîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ è
òåíçîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [1]). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ äåêàð-
òîâûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè æèäêîñòè. Ýòè êîìïîíåíòû, ðàçóìååòñÿ, íå îáðàçóþò âåêòîð
â íîâîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (1).

Äðóãîé ñïîñîá âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå (1) ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ, çàïèñàííûõ â òåíçîðíîé, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ñèñòåì
êîîðäèíàò, ôîðìå. Îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìà ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêî-
ñòè â ïîëíîì ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå îäíîé èç êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ.
Â ôèçèêå òàêàÿ ñèñòåìà èçâåñòíà, êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíà-
ìèêè [2]. Òåíçîðíûå îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåõîäèòü â ïðîèçâîëüíóþ ïîäâèæíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò, à ïðèìåíåíèå êëþ÷åâîé èäåè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè � ãðà-
âèòàöèÿ íå ìåíÿåò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, à âëèÿåò òîëüêî íà ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà �
ýëåãàíòíî ðåøàåò ïðîáëåìó âíåøíåé ñèëû òÿæåñòè. Çàïèñàâ óðàâíåíèÿ â íîâûõ êðèâî-
ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ïîêîìïîíåíòíî, è îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó (îòíîøåíèå ñêîðîñòè æèäêîñòè ê ñêîðîñòè ñâåòà), â äëèííîâîëíîâîì
ïðåäåëå ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå [3]:

∂(uh)

∂t
+

∂(u2h)

∂x
+

∂(uvh)

∂η
= −h

ρ

(
∂p

∂x
− η

h

∂p

∂η

∂h

∂x

)
+

µ

ρh

∂2u

∂η2

∂p

∂η
= −ρgh

∂h

∂t
+

∂(uh)

∂x
+

∂(vh)

∂η
= 0

(2)

Çäåñü h � òîëùèíà ïëåíêè, u è v � êîíòðâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ïðîäîëüíîé è ïîïå-
ðå÷íîé ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, ρ � ïëîòíîñòü, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè.

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïîêîÿ æèäêîñòè íà ãèïåðïîâåðõíîñòè η = 0 ñëåäóåò:

u(x, 0, t) = 0, v(x, 0, t) = 0 (3)

Íà ãèïåðïîâåðõíîñòè η = 1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ:

v ≡ dη

dt
= 0, v(x, 1, t) = 0 (4)
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Ââåäåì íà η = 1 ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ζ i ïî ïðàâèëó:

x = ζ1, η = 1, t = ζ2 (5)

Òîãäà êîâàðèàíòíûé âåêòîð íîðìàëè çàïèñûâàåòñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì:

ni ≡ 1

2
eαβeijk

∂xj

∂ζα

∂xk

∂ζβ
= (0, h, 0) (6)

Ïðîåêòèðóÿ òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé íà âåêòîð íîðìàëè, â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëè-
æåíèè ïîëó÷àåì:

τ 1jnj(x, 1, t) ≡ µ

h

∂u

∂η
(x, 1, t) = Tg(x, t) ≡ T0 +

∫ +∞

−∞
T (k)ĥ(k, t)eikxdk

τ 3jnj(x, 1, t) = 0

(7)

Ó÷èòûâàÿ íàëè÷èå ñêà÷êà íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè, â ýòîì æå ïðèáëè-
æåíèè èìååì:

p = Pg(x, t)− 2σH ≡ P0(x) +

∫ +∞

−∞
P(k)ĥ(k, t)eikxdk − 2σH (8)

Çäåñü Tg(x, t) � ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ãàçà íà ïîâåðõíîñòè ïëåíêè,
T0 � åãî íåâîçìóùåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, T (k) � Ôóðüå-êîìïîíåíòà ñîñòàâëÿþùåé, âû-
çâàííîé êðèâîëèíåéíîñòüþ ãðàíèöû ðàçäåëà, Pg(x, t) � ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ,
ĥ(k, t) � Ôóðüå-ðàçëîæåíèå ôîðìû ïîâåðõíîñòè:

ĥ(k, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
h(x, t)e−ikxdk, (9)

H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ñâåðòêà ïåðâîé aij è âòîðîé bij

êâàäðàòè÷íûõ ôîðì H = aijbij, σ � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.Òàê êàê
ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, âû÷èñëèì åå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

H =
1

2

∂2h

∂x2
(10)

Òîãäà ñèñòåìà (2) ïðèíèìàåò âèä:

∂(uh)

∂t
+

∂(u2h)

∂x
+

∂(uvh)

∂η
=

σ

ρ
h
∂3h

∂x3
+

µ

ρh

∂2u

∂η2
− gh

∂h

∂x
− χ

ρ
h− h

ρ

∫ +∞

−∞
ikP(k)ĥ(k, t)eikxdk

∂h

∂t
+

∂(uh)

∂x
+

∂(hv)

∂η
= 0

(11)
Çäåñü χ ≡ dP0

dx
� ïîñòîÿííàÿ.

2. Âûâîä ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ
Äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòîâ ââåäåì, ïî àíàëîãèè ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ôóíêöèåé òîêà, ôóíê-
öèþ ψ(x, η, t) òàê, ÷òîáû âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû âûïîëíÿëîñü àâòîìàòè÷åñêè:

∂ψ

∂η
= hu,

∂ψ

∂x
= −hv − η

∂h

∂t
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Òîãäà ñèñòåìà (11) ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ:

∂2ψ

∂η∂t
+

∂

∂x

(
ψ2

η

h

)
+

∂

∂η

(
ψη(ψx + ηht)

h

)
− µ

ρh2

∂3ψ

∂η3
=

=
σ

ρ

∂

∂x

(
h
∂2h

∂x2
− 1

2

(
∂h

∂x

)2
)
− gh

∂h

∂x
− χ

ρ
h− h

ρ

∫ +∞

−∞
ikP(k)ĥ(k, t)eikxdk, (12)

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó:

ψ(x, 0, t) = 0,
∂ψ

∂η
(x, 0, t) = 0

∂h

∂t
+

∂ψ

∂x
(x, 1, t) = 0,

∂2ψ

∂η2
(x, 1, t) =

h2

µ

(
T0 +

∫ +∞

−∞
T (k)ĥ(k, t)eikxdk

)

Âûáðàâ õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ñêîðîñòè � u0, äëèíû � l0, òîëùèíû � h0, âðåìåíè
� l0/u0, ôóíêöèè ψ, îïðåäåëÿþùåé ðàñõîä ïëåíêè â äàííîì ñå÷åíèè, � u0h0 è íàïðÿ-
æåíèé Pg, Tg � µu0/h0, ìîæíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (12) â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
(ñ âåðõíåé˜).

Âûáåðåì h0 è u0 òàê, ÷òîáû h̃ = 1 è ψ̃(1) = 1 äëÿ áåçâîëíîâîãî òå÷åíèÿ:

ψ̃(1) =
3T0h0 − 2χh2

0

6µu0

= 1, u0 =
3T0h0 − 2χh2

0

6µ

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: ÷èñëî Ðåéíîëüäñà � Re, ÷èñëî Âåáåðà � We, è îòíî-
øåíèå òîëùèíû ïëåíêè ê õàðàêòåðíîé äëèíå âîëíû � ε:

Re =
ρu0h0

µ
, We =

σ

ρu2
0h0

, F r =
u2

0

gh0

, ε =
h0

l0

Â èòîãå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó â áåçðàçìåðíîì âèäå:

∂2ψ̃

∂η∂t̃
+

∂

∂x̃

(
ψ̃2

η

h̃

)
− ∂

∂η

(
ψ̃η(ψ̃x̃ + ηh̃t̃)

h̃

)
− 1

εReh̃2

∂3ψ̃

∂η3
=

=

(
3− 3

2
T0

)
h̃

εRe
+ Weε2 ∂

∂x̃


h̃

∂2h̃

∂x̃2
− 1

2

(
∂h̃

∂x̃

)2

− h̃

F r

∂h̃

∂x̃
− h̃

Re

∫ +∞

−∞
ik̃P̃(k̃)

˜̂
h(k̃, t̃)eik̃x̃dk̃

ψ̃(x̃, 0, t̃) = 0,
∂ψ̃

∂η
(x̃, 0, t̃) = 0

∂h̃

∂t̃
+

∂ψ̃

∂x̃
(x̃, 1, t̃) = 0,

∂2ψ̃

∂η2
(x̃, 1, t̃) = h̃2T̃0 + h̃2

∫ +∞

−∞
T̃ (k̃)

˜̂
h(k̃, t̃)eik̃x̃dk̃

(13)
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïëåíêè, ñâîáîäíî ñòåêàþùåé ïîë âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, â ñëó-

÷àå ìàëûõ ðàñõîäîâ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ íà âîçìó-
ùåíèå òîëùèíû ïëåíêè. Äëÿ ïëåíêè, óâëåêàåìîé ãàçîì, àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæ-
íî ëåãêî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (13) (íèæå çíàê îáåçðàçìåðèâàíèÿ˜áóäåì îïóñêàòü).
Âñëåäñòâèå ìàëîñòè òîëùèíû ïëåíêè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû, ôóíêöèÿ òîêà
ψ(õ, η, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε:

ψ = ψ0 + εψ1 + ...
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Â íóëåâîì ïîðÿäêå íàõîäèì:

∂3ψ0

∂η3
= −

(
3− 3

2
T0

)
h3, ψ0(x, 0, t) = 0,

∂ψ0

∂η
(x, 0, t) = 0

∂2ψ0

∂η2
(x, 1, t) = h2T0,

∂h

∂t
+

∂ψ0

∂x
(x, 1, t) = 0

Ñëåäîâàòåëüíî:

ψ0 =

(
3− 3

2
T0

)

2
h3

(
η2 − η3

3

)
+
T0

2
h2η2

∂h

∂t
+

[(
3− 3

2
T0

)
h2 + T0h

]
∂h

∂x
= 0 (14)

Äëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàçëîæåíèÿ, èìååì:

∂3ψ1

∂η3
= Reh4

( (
3− 3

2
T0

)
η
∂h

∂t
+

(
3− 3

2
T0

)2

2
η2h2∂h

∂x
+

(
3− 3

2
T0

)
η2

2
T0h

∂h

∂x

)
−

−WeReε2h3∂3h

∂x3
+

1

Fr
h3∂h

∂x
+ h3

∫ +∞

−∞
ikP(k)ĥ(k, t)eikxdk

Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè òîêà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äàåò:

ψ1(x, 1, t) = −Reh4

( (
3− 3

2
T0

)
5

24

∂h

∂t
+

(
3− 3

2
T0

)2
3

40
h2∂h

∂x
+

(
3− 3

2
T0

)
3

40
T0h

∂h

∂x

)
+

+
WeRe

3
ε2h3∂3h

∂x3
− 1

3Fr
h3∂h

∂x
− h3

3

∫ +∞

−∞
ikP(k)ĥ(k, t)eikxdk +

h2

2

∫ +∞

−∞
T (k)ĥ(k, t)eikxdk

Ïîäñòàâëÿÿ ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (14), ïîëó÷åííîå â íóëåâîì ïîðÿäêå, ïðèõîäèì ê
âûðàæåíèþ:

ψ1(x, 1, t) =
2

15
Reh6

(
3− 3

2
T0

)2
∂h

∂x
+

2

15

(
3− 3

2
T0

)
Reh5T0

∂h

∂x
+

+
WeRe

3
ε2h3∂3h

∂x3
− 1

3Fr
h3∂h

∂x
− h3

3

∫ +∞

−∞
ikP(k)ĥ(k, t)eikxdk +

h2

2

∫ +∞

−∞
T (k)ĥ(k, t)eikxdk

Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, ïîëó÷èì èñêîìîå ýâîëþöèîííîå óðàâ-
íåíèå äëÿ òîëùèíû ïëåíêè:

∂h

∂t
+

[(
3− 3

2
T0

)
h2 + T0h

]
∂h

∂x
+ ε

∂

∂x

(
2

15
Reh6

(
3− 3

2
T0

)2
∂h

∂x
+

2− T0

5
Reh5T0

∂h

∂x
+

+
h3

3

(
WeReε2∂3h

∂x3
− 1

Fr

∂h

∂x
−

∫ +∞

−∞
ikP(k)ĥ(k, t)eikxdk

)
+

h2

2

∫ +∞

−∞
T (k)ĥ(k, t)eikxdk

)
= 0

(15)
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3. Çàêëþ÷åíèå
Âûâåäåíà íîâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè äëèííîâîëíîâûõ âîç-
ìóùåíèé íà ïîâåðõíîñòè òîíêîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè, îáäóâàåìî-
ãî òóðáóëåíòíûì ïîòîêîì ãàçà. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó
óðàâíåíèþ äëÿ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè, àíàëîãè÷íîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ôóíêöèè òîêà,
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ñëó÷àå ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ñè-
ñòåìà ñâåäåíà ê íåëèíåéíîìó èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ òîëùèíû
ïëåíêè.
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